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VI. FORGATASI MATRIXOK

Az infinitezimalis transzforméciok generatorai

Jelolje ‘l/l j> egy rendszer teljes sajatvektor rendszerét, s legyen U egy

linearis transzformacio matrixa. Ekkor
vi)=Uw,) .
(wilw))={w,

Amennyiben U unitér matrix (U" =U™), a transzformacié megtartja a
“vektorok™ hosszat és a barmely két vektor altal bezart szoget.

Legyen Q egy tetszbleges operator. Ekkor azt irhatjuk, hogy
0, =(w10v,)

¢s
uou*

0, = (v, |UTUQU Uy, )= (yi|UQU|w}) = 0}

Unitér transzformacio esetén

O'=UQU" =UQU " .

Nyilvan rendkiviil kis ellépésekre felirhato, hogy

U=1+ieS
ahol ¢ infinitezimalis valdés mennyiség ¢€és S az infinitezimadlis
transzformaci6 generatora. Tovabba,

U'u=1 = S§*'=S5,
azaz S hermitikus operator.

Végezziink el egymas utdn n db infinitezimalis transzformaciot, és
legyen & =&/n, ekkor (lim,_ (1+a/n)" = e miatt)

U=1+i8] - U =tlim, |1 +i63] = hmw[l +i%§}n — explied)

Tehat azt irhatjuk, hogy

U= exp(isé)

A

Az exponencidlis fliggvény tulajdonsidgai miatt U és S természetesen
kommutalnak egymassal.
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Nézziink egy-két specidlis esetet, hogy jobban megérthessiikk a

generatorok felhasznaladsat és alkalmazasat (7 =1 egységben).

1.) Lineéris kitérités, 15(2) = exp(— izpz)

f— J—
Zogb>z =zy—z

15(2)‘ ZO> = ‘Z’>

, 0 o° B
oot S )

S
P: oz

) exof 5.0
=l 0.5 )
R.(¢) =exp(~id/.)

Tehat, elvarasainkkal megegyezden, az impulzusmomentum operator
z komponense a z tengely koriili infinitezimalis forgatas generatora.

2.) Forgatas z tengely koriil

3.) TetszOleges tengely (71 ) koril tetszOleges szoggel (a) torténd elforgatas

A forgatési operator egy l//(r) hullamfiiggvénnyel jellemzett allapotot
egy olyan 0j allapotba forgat, melyre w'(r):ﬁnl//(r). Barmely A
operatorra egy forgatassal transzformalt A operatort definidlhatunk,
A'y'(r)=R,Ay(r), azaz

A'=R AR+—exp( ¢n-ﬁ)flexp(i¢ﬁ-ﬁ).

N:\Attila\Osszesitett\ WORD\Oktatas\Eloadasok\MolekulamozgasQC\MolekulaForgasok\VI ForgatasiMatrixok.docCreated by Csaszar Attila



A forgatastdl a kinetikus energia operatorig

=

0

ag(r)=n X M Xr)l-cos¢)+nXrsing

(a)
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Forgatas Euler szogekkel

Egy N tengely koriili tetszdleges a szogl ("sikbeli") forgatasra tehat
felirhatjuk (7 =1 egységben), hogy
R, () =exp(—icd -N). (1)

Az (1) egyenlet alapjan a ¢, 6 és y Euler-szogekkel (y konvencio) tor-
ténd forgatas a kovetkezd alakban irhato fel:

R(4,0, x) =exp(—iyd-h ,)exp(—ifI-Ny)exp(—igd -N ;) =
= exp(—igJ.)exp(—i&J y ) exp(=igJ ;)

ahol természetesen a forgatasi sorrend jobbrol balra értendd.

., @

A (2) egyenlettel ellentétben, melyben mind az F (tércentralt), mind a
g (testcentralt) koordindtarendszerek eléfordulnak, a forgatast fel lehet
irni egyetlen (jelen esetben az F) koordinatarendszerre torténd hivatko-
zassal:

R(9.0, x) = exp(=id/ ;) exp(—i &y ) exp(=iz/ ;). 3)

A (3) egyenletbdl latszik, hogy a (2) egyenlethez képest "minddssze"
annyi tortént, hogy a forgatdsok sorrendjét valtoztattuk meg! Fontos
észrevétel: kitiintetett szerephez jutott a Z (kvantalasi) tengely, hiszen két
esetben 1s ,,korilotte” torténik a forgatas!

Bizonyitas:

exp(—igJ,) = exp(~if.J ) exp(~iz J,)exp(i6Jy) ,

exp(—i6Jy) =exp(—igJ,)exp(—i6Jy)exp(igJ ;)
€s

exp(—iy J;) =exp(=i¢J,)exp(=iy J,)exp(ipJ ;)
segitségével (2)-t a kovetkezOképpen alakithatjuk at:

R(¢,0, x) = (exp(=i0J ) exp(=ixJ ;) exp(i@ ) )exp(—i€J y )exp(—id/ ;) =
= (exp(~igJ , ) exp(—i@Jy Yexp(id) ,))exp(~ix , ) exp(—id) ;) =

= exp(—igJ ;) exp(=i0.J, )exp(igJ , ) exp(~ix) , ) exp(=id] ,))
amibdl azonnal adddik a (3) egyenlet.
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Belathat6 az a fontos allitas is, hogy a J kvantumszam értékét tetszo-
leges forgatas sem tudja megvaltoztatni, minthogy J* kommutal a forgasi
operatorral:

R, (a).3]=0. )

Bizonyitas:

R, (a),3%]=[exp(-iad -1),32]= ;%(—ia)v[(\] )", 32]=0.

Ennek megfeleléen, amikor egy tetszéleges forgatas hat a J* és J,
operatorok ‘JM > sajatfiiggvényére, az ‘JM > -t csupan a tobbi M ' értéki

sajatfiiggvény linedrkombindcidjaba transzformalhatja:

R(¢.0, )| /M) = ZD]\{I’M (6,0, 2)|IM"), )

ahol a transzformacios koefficiensek,
Dipy (4,0, 2) = (JM'R(8,0, )| IM)), (6)

egy (2J+1)x(2J +1)-es unitér matrixnak, az ugynevezett forgatasi

matrixnak alkotjak az elemeit. Azt 1is irhattuk volna, hogy

R(¢,0, x)|JtM )= Dj (4,6, x)|JeM'), ahol | JtM ) az aszimmetrikus
7

porgettyli sajatfiiggvényeit jeloli (lehet szimmetrikus porgettytit is hasz-
nalni, de ez nem sziikséges). A forgatdsi matrixot szokds Wigner-féle
nagy D matrixnak is nevezni.

Miel6tt tovabblépnénk, lassuk be a kovetkezd azonossagot:

exp(—iaJ ;)| JM )= Z%(—ia)v(fz )| JIM ) =
v U .
Zl'(_mM)V\Jm — exp(—ial)|JM )
~

Ez az azonossag nagymértékben segiti a (3) forgatas alkalmazasat, hiszen
benne két esetben is a kitiintetett Z kvantélasi tengely koriil torténik a
forgatas.
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A (3) és (7) egyenletek segitségével felirhatjuk, hogy
Diyy (6,0, 1) = exp(—igM )y, (D) exp(=igM),  (8)
ahol dAJ,M (@) az alabbi matrixelemeknek felel meg:
d iy (0) = (JM'|exp(—i@J, )| JM ). 9)

A dj,, () matrixot szokas Wigner-féle kis d métrixnak (vagy redukalt

forgasi matrixnak) nevezni.

A forgatasi matrixok tulajdonsagainak targyaldsanal kozponti helyet
foglal el a dj,, (6) mennyiségek kiszamitasa. Wigner volt az elsé, aki

megmutatta, hogy d;,, (@) kiszdmithaté, mint 62 félszog argumentumi
véges polinom:
dipss (0) = [( + MONT =MV +MO(T =M

X G
Zv:(J—M'—V)!(J+M'—v)!(v+M’—M)!v! (10OM

(6] 2J+M-M"'-2v . (e) M'-M+2v
X| COS| — -S| —
2 2

ahol v mindazon egész értékeken végigfut, melyre a faktoridlis nemne-
gativ.

(10) bizonyitasaval nem foglalkozunk, 1d. Zare 86. oldal.

Megjegyzendd, hogy a d;, () fiiggvények a kovetkezd differencial-
egyenlet megoldasfiiggvényei:
{ d’ N cos@ d (M—Kcos@)2

— +J(J+1D) =K |dy (0)=0.
do*  sin6 do sin @ V=D } e (©)
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TABLE3.1  Algebraic Expressions for the dj,,\,(0) for J = 0, L, 1, 1 and2.

A J=0

(0 =1

| B.J=1
GO =, @ =cos (3)
ﬁpgm=v££#m=ﬂﬁn@)

dl (9 =d ‘E'J=zla 1
11 ) _|__1(39) = CO0s (5_} —5'(1'}'0083)

di1(6) =dl; () =sin®(§) =L(1-cosf)
dg(8) =l o(0) =-df_,(0) =-diy(8) = 5 sin
dy(6) =cos@
D.J =3
d,(0) =ty ,(0) =cos? (2)
‘E*w} =‘i§%—%w) ==y =ty 0) = —vFeos? () sin (2)
440 =d' 0 =df_ 0 =d (0 = Ecos (£)sin? (2)
af 40 =—dt,,(8) = —sin® ()
a0 = ) =cos (§) 3ot (§) -2

af_,(0) =, (0) = sin (§) (35in? (£) -2

E.J=2
(0 = d?,_;(6) =cos (%)
() =-d (0 =-d2, (0)= d?, (6  =—1Lsin6(1+cosh)

B0 =) =d(0) =B,0)  =1[Fsine
dZ_1(6) =d?_,(0) —d22)(8) =-~d2;,(0) = Lsinf(cosd 1)
BG2(6) =d2p(8) =sin* (£)

dh(8) =d2,_(8) = 3(2cos 6 — 1)(cos 0 + 1)

di_1(8) =d2,,(6) =21(2cos8+1)(1 —cosh)

G =d1(0) =-dB) =-dig(0) =-\/Fsingeoss
d%(6) =L(3cos26-1)
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A (10) kifejezésbol kovetkezéen a d},,, (8) "polinomok" szamtalan
hasznos szimmetriatulajdonsaggal rendelkeznek, ezek kozil alljon itt
n¢hany:

dAJl’,M @)= d;]M;M’ (9) s (11)
dippr (=0)= (D" d3y ), (0) = dij 1 (0). (12)

Bizonyitas:
A —0 szoggel torténd forgatds a 6 szoggel torténd forgatds inverze,
igy azt irhatjuk, hogy
B3 (-0 =l O]
Tovabba, minthogy d-k valdsak €s egy unitér transzformacié matrixrep-
rezentacioi egy ortonormalt bazison, igy

a5 O] =ld @] =di, 0.

dyp o (0)=(=D"Ma; (@) =-D""d’,_,©, (13)

dirar (0)= 8y (14)
dip s ()= (DM 800 (15)
Ay () =(=D"""680 (16)
A0y (27) = (=) d3p 0, 0). (17)

A (17) egyenlet kiilondsen érdekes. Azt mutatja, hogy J egész értékeire, a
fizikai intuicidval megegyezden, a @ = 2 -vel és a 8 = 0 -val torténd for-
gatas azonos eredményt ad. Azonban J félegész értékeire eldjelvaltas tor-
ténik, a [0, 27) intervallumban a spin impulzusmomentum filiggvényei
kétértekiiek, a két érték egymastol a —1 fazisfaktorban tér el. Ez jabb
megjelenése a spin impulzusmomentum kiilonleges viselkedésének. Azaz
ezek a fliggvények 4 periddussal periodikusak (mar a gombfliggvények
targyalasanal lattuk, hogy a spinek nem hozhatok kapcsolatba egy
gombfeliileten torténd mozgassal, igy a forgatassal sem)!
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A forgatasi matrixok unitér voltabol kovetkezd Osszefiiggések:

> [Di R Dl (R) = X i (01 @) =6, (19)

> [Di R Dy (B) = X i (013 (0) =81 (19)

ahol az R valtozo a ¢, 6, y Euler-szogeket jeloli. Azaz a Wigner-féle
d; ., (0) matrixok unitér matrixok (unitér operatorok reprezentacioi
ortonormalt bazison).
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Nézziik L egész értékeit csupan. Igy kapcsolatot tudunk teremteni a
forgatasi matrixok €s a palya impulzusmomentum sajatfiiggvényei kozott.
Némi algebrai manipulacié aran [pl. felhaszndlva a gombharmonikusok
0sszegzésére vonatkozo

4
P, (cosf;) = d

2L+1§YLM(9H¢1')YLM 0;.9;)

Osszefliggést, ahol (8, @) és (6, @) az i és j részecskék gombi polar koor-
dinatai, mig 6, a két részecske helyvektorai altal bezart sz6g, amibdl L =
l-re azt kapjuk, hogy cosf, =cosb,cosd; +sind,;sind; cos(g, —¢;)],

megmutathatok a kovetkezd fontos Osszefiiggések:

4
2L+1

2L+ .
T j DAI;[0(¢907/1/)

1/2
. Dfm(¢,«9az)=( j Y;M(0,¢)<:>YLM(0,¢):(

o DL (4,0, %)= P,(cosb)

47
2L +1

1/2
. DéM(¢,e,z>=( j Y, (6, 2)

e a forgatasi matrix elemei L = 1-re eloallithatok, mint iranykoszinusz
matrix elemek linedrkombindcidi (és vice versa), D};M'(¢,9, 7)-t és
Oy, (#,0, x)-t egy unitér transzforméacio koti Gssze.

Tehat 0sszefliggéseket teremtettiink az eddig megismert 3-D (Wigner

nagy D), 2-D (gombharmonikusok) és 1-D (associalt Legendre és
Legendre) ortogonalis polinomok kozott.

X

FIGURE 3.5 Spherical coordinates of particles { and ;.
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A d},,,(0) matrixelemek szamitasanak gyakorlasa

Definici6 szerint djy,, (0) = (Jz M lexp(=i@J )| Jr M) . Tovabba,
Jy|JtN)=N|JTrN) N=-J~-J+1,...0,...J .

frjuk be az egységfelbontast (kétszer is):
i (0) =Y. (JeM T N')
NN'

NJTN|JtM)

dip (0)= (JTM’
NN'

"WJz N|JTr M )8\ exp(—iON)

+J
dip (0)= Y (JM'

\JzM|JTN) exp(-i6N)

Az utolso sorban szerepld mennyiségek nem masok, mint a Jy matrix
sajatvektorai a ‘J ™M > bazison. Ahogy az impulzusmomentum algeb-

raban altalanosan megszokott, a Jy (és persze a Jy) operatorok helyett dol-
gozzunk a J, operatorral:

+1)

JY:%(J+_‘]) Ji‘JM>:
i

<JM‘JY\JM’> = %(JJ(J +D)=M'(M'+1) 5y I+ D) =M (M'—1) 5M,M,_1)

Vizsgaljuk a J =1 esetet
A (JM|Jy|JM') métrix:
M/M' 1 0 -1
1 0 —i/N2 0
0 i/lN2 0 —i/V2
-1 0 i/2 0

Ezen, csak diagonalison kiviili elemeket tartalmaz6o matrix sajatértéket,
ahogy azt tudjuk is:

A=)+ L ( /f) 0= A(1-2)=0= N =(=1,0,+1),
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A sajatvektorokra a kovetkezot kaphatjuk:

N
1 0 1
M' 1| 12 1/~/2 1/2
0| /42 0 —i/2
-1 12 1/4/2 -12

Most mar meg tudjuk konstrualni a Wigner-féle kis d matrix elemeit
a sajatvektorok skalaris szorzatanak és a megfelel6 exponencialis tagok-
nak a figyelembe vételével:

d, = +exp(—if)+1+1exp(if) =1 (1+cosf) = a’l1 »

.2 .2

af(l)0 = %exp(—i@) - %exp(i@) =cosf

d,_, = —%exp(—i@) +3 —iexp(i@) = %(1 —cosf)=d.,

sin@

dél = \/5

——exp(—if)———=exp(if) = (—2isinf) =

=d!
2\/5 1,0

I _
le__

o N

sin@

2\/Eexp( i0)+ ﬁeXP(lg)—f:doA
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A Clebsch—-Gordan sorok

A kovetkezOkben tekintsik a csatolt illetve nem-csatolt
reprezentaciok kapcsolatat a forgatési transzformécio hatasa alatt. Az igy
szarmaztathaté Clebsch-Gordan sor megadja, hogy milyen kapcsolat all

fenn, ha elforgatjuk a csatolt illetve nem-csatolt reprezentaciot.

A korabban megismert definicidk alapjan két impulzusmomentumra a
kovetkezot irhatjuk fel:
Ji+Js
‘J1M1>‘J2M2> = Z Z C(J1J2J3;M1M2M3)‘J3M3>

J3=[J1=J5| M3
€s

‘J3M3>:ZZ C(J1J2J3;M1M2M3)‘J1M15J2M2> :

My M,

Hasson az R(¢,0, y) forgatasi operator (R‘JM > = ZD;\;M‘JM ’>) mind-
=

két egyenletre:
Z ZDA{[ll’Ml (R)DA%MZ (R)‘ Jle»J2M§> =
M| M}
i+, i
Z Z C(J1J2J3§M1M2M3)DMgM3‘J3M§>
J3=J1=J5| M}
€s

ZDﬁéMs‘J3M§>: Z ZC(J1J2J3;M1M2M3)DJ1 D2 ‘JlM{,J2M£>
3

MM, "= MM,
MM, MM},
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Projektaljuk a két egyenletet balrol <J1M 1J,

1 — ’
217\ 1H 1 2

vel, illetve <J M ‘-Vel, igy a Clebsch—Gordan sort (M; = M|+ M),

D]‘QIMI (¢> eal)D}\];'zMz (¢>07 7() =

ZC(J1J2J3§M1M2M3)C(J1J2J3QMfMéMé)DE\]@% (9,0, %)

J3

illetve az inverz Clebsch—Gordan sort,

Dy (8.0, 7) =

ZC(J1J2J3§M1M2M3)C(J1J2J3;M1'M£M§ )DAQ;MI (R)DA‘%MZ (R)

M M|

allitjuk el§ (M, + M, = My, M| + M}, = M}).

Ezeket a kifejezéseket felirhatjuk a Wigner-féle 3-j szimbolumokkal
1S:

J J, J J J, J
J J 1 2 3 1 2 3
o MI(R)D@Mz(R):JZ(%H)(M{ M; Méj(Ml M, M] i (A
3

J, J J. J, J ‘
R) = 2J,+D O T2 P72 "3 Iph (RYD’2 (R) .
MgM( )= MIZMI( )( MM MJ[MI M, M, g, BODif o (R)
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A forgatasi matrixok, mint a merev test forgasi hullamfiggvényei

Legyen J* és J_ sajatfiiggvénye i/, (¢5,(9, ;(), a merev test forgési

hullamfiiggvénye, a kvantumszdmok és az Euler-szogek rendelkezzenek

szokasos jelentésiikkel. Forgassuk el a merev testet az R, = R,(¢,,6,, 7,)

forgatasi operatorral. Nyilvan

R1(¢1991a)(1)’//JM (¢a9al):ZDAJ4'M (¢1»91a7(1)WJM’(¢aeaZ) , (D

ahol a v, =R,y ,, elforgatott hullamfiiggvény értéke megegyezik az
eredeti v, =‘JM > hullamfiiggvény értékével egy olyan P’ pontban,
melyet az R, forgatas P-be visz at (aktiv vs. passziv forgatasok):

¥ m (¢’9‘9’:Z'): ZDA{[M (¢1’917}(1 )V/JM’(¢999}() : (2)

Az Euler-szogeket kétféle ertelemben is hasznaljuk itt: (1) mint azon

koordinatakat, melyek a y ,, és w,, merev-test hullamfiiggvényeket le-
irjdk a tércentralt koordinatarendszerhez képest, €s (2) mint az

R, =R,(4,.6,,x,) forgatis argumentumait a Dj,,, forgatasi matrixban.

Legyen R, =R, azaz ¢, =¢,0, =0, y, = y a (2) egyenletben. Ennek
az a hatasa, hogy ¢'=0,0'=0, és y'=0. Ekkor a (2) egyenlet 0j alakja:

¥ i (0.0.0)=2 Dy, (8.0, W o (8,0, 7) - (3)
MY
Szorozzuk meg a (3) egyenlet mindkét oldalat DAQM (¢,<9, )()—Vel €s

Osszegezziink M-re. A forgatdsi matrixok unitér voltabol adodik, hogy

ZDI\C'M(¢DQ7}()>”JM(03070): ZZDA{[*'M(¢9971)DA{[M (¢709;()>VJM(¢99:Z):

2wV o (8,0, 2) =9 (8,0, 7) “4)
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frjunk most M-t M" helyett és K-t M helyett, ekkor (4)-t forditva felirva

Y m (¢=9»Z): ZDZ\{;{ ((15, 09Z)V/JK (09090) . (5)

K
Fontos eredményiink, hogy aszimmetrikus porgettyiik hullamfiiggveé-

nye megadhato forgatasi matrixok elemeinek linedrkombinacidjaként.
Vegyiik fel merev testiink egy forgéastengelyét a z tengely mentén.

Ekkor ezen tengely kortili tetszoleges forgatas a v, (¢, 0, )() hullam-
fliggvényt — esetleg egy fazisfaktortdl eltekintve — valtozatlanul hagyja.
Azaz megkovetelhetjik a v, (¢, 0, ;() hullamfiiggvénytdl, hogy a z ten-
gely koriili y szogli forgatasra valtozatlan maradjon (szimmetrikus por-
gettyll becsempészése a targyaldsba). Ha figyelembe vessziik a forgatasi
métrixok ismert alakjat, Dj. (¢, 0, ;(): exp(iM¢)dAJ4K exp(iK ;() (a
komplex konjugéacidé miatt nincs negative eldjel az exponencialisokban),
ez a feltétel csakis Ugy teljesithetd, ha az (5) egyenletben (a K-ra torténd
Osszegzésnél) a vy, (¢5, 0, ;() hullamfiiggvény ardnyos valamelyik
forgatasi matrixszal, legyen ez Dﬁ( (¢, 0, ;() Ha azt is megkdveteljiik,

hogy a hulldmfliggvény normalt legyen (segitségként Id. Forgatasi
matrixok szorzatainak integraljait), akkor egy szimmetrikus porgettyli

forgasi hullamfiiggvényére a kovetkezot irhatjuk:

2J+171"% . 274172
\JKM>=[87Z2} Dy k(0. 7)=(-D" K[ 87[2} Dy x(8,0.7)| (6)

Lineéris molekuldkra K = 0 (J merdleges a z molekulatengelyre), a ‘J oM >

1/2
hullamfiiggvény pedig a ‘JM > =Yy (6?,¢) = (%) DAJ/I*’O (¢, 0, ;()
/4

gombharmonikusokra egyszeriisodik, feltéve, hogy a y szdg szerint nem
integralunk.
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Forgatasi matrix szorzatok integraljainak szamitasa

Szamitsuk ki eldszor a kovetkezo integralt: < ‘D MM, >

<D;;;1,M1 ‘DMZM > jﬂ do j dy j sindO(D;y, Dy ) =

2r 2r V4
= (D" [dg [dy[sin6dO(D’, _,, Di2\,)

0 0 0

9

ahol a forgatasi matrixok az ismert modon fliggenek az Euler-szogektol.
A zardjelben 1évé mennyiségre a Clebsch—Gordan sor Wigner-féle 3-j

szimbolum segitsegével megadott kifejezéseét alkalmazva

J, J J Jy J
MM 27, +1 2 3 1 2 3
M2M> - Z( )( . My M3)\-M, M, M,

Ji
<DM1'M1

Jag [az]simaaolexpuhiiya,, einty)

ahol nyilvan M =M} —-M | és M, =M, —-M,.

2
Minthogy Iexp(in P)dp =276, , igy az adodik, hogy
J, J J, J, J
Jp M{-M 1 2 3 1 2 3
)= T o )
4785 0001, 0 j sin@d;;,,, do
0

azaz csupan egy 1-D integralt kell kiszdmitanunk. Minthogy a Legendre-

polinomok ortogonalitasa miatt

j sin@d;3 (0)d6 = j sin@ P, (cos0)d0 = j P, (x)dx = j Py(x) Py, (x)dx =
0 -1
2
2, +1

5J3,0 = 25J3,0
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igy azt kapjuk, hogy
J, J, 0 J, J, 0
Ji M{-M, 1 2 1 2
(Dikas, | Dir, ) =87 (D) Z(z‘] 1)(_ M| M 0)(—M1 M, OJ'
Az eredményt tovabb tudjuk alakltam, hiszen

J, J, 0 N

_A]\l1 M2
J, J, 0 o
=8, 7,80y (DT 20, 41,
(—Mf M, oj s Oaa (DM Y241
igy
/ ’ 87° 2J,+ M+ M+ M| M
(D Dl = 37 O B (0
_ 87’ 5
_2J1+1 J1Jy MMy Y MM

Ily modon megkaptuk a szimmetrikus porgettyli hullimfiiggvények

1/2
r1r . * r e r + 1 4 ] .
normalési tényezdjét: ( o ) Dj,, (R) anormalt forgatasi matrix.
V4
Most szamitsuk ki a kovetkezd integralt: < ‘Dﬁjjz M, Mll M, > .
J J J
<Dzvf§M3 Diton, DleM1> =

"~ J, J J, J J J
= ("M (2J+1)( oy J( jD S D )=
; M, M, M, M, M < MM [ M>
JooJy J oS J wen| 87°
saraf J 5 YR (o

2J +1
g2 J, J, J J, J, J
M{ M; -M;\M, M, —-M,

tovabbda M'=M{+M, és M =M, +M,. Ennek az eredménynek a for-

gasi vonalak intenzitasanak szamolasanal lehet(ne) nagy hasznat venni.
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