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XIX. A REZGESI SCHRODINGER-EGYENLET
MEGOLDASA VARIACIOS MODSZERREL

1. A variacios elv

A variacids elv: az egzakt energia alsé korlat a kozelitd hullamfiigg-
vénnyel szamitott energiakra.
Az id6fliggetlen Schrodinger-egyenlet:
HY =(K+V)¥ =EVY. (1)

Definidljunk egy megfeleld {d)n }L bazisfiiggvény készletet:

Y=)co, (2)

ih=

Hc =ESc (3)

ahol (valos bazisfiiggvényeket feltételezve)

b
H o = (@ |H|@,) = [@,, ()HO, (9)dg

4)
b
Smn :<®m‘®n>:,[q)m(q)q)n(q)dq (5)
a
Amennyiben a bazisfiiggvények ortonormaltak, azaz
Smn:<q)m‘q)n>:§mn9 (6)

ugy a (3) egyenletben definidlt altalanositott matrix sajatérték-egyenlet a
kovetkezd egyszerlibb alakban irhat6 fel:

Hc = Ec. (7)
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A rezgési probléma barmely variacidés alapu megoldasa az aldbbi
részfeladatok esetén igényel a lehetdség szerinti optimalis valasztast:
(a) a koordinata rendszer megvalasztésa;

(b)a kinetikus energia operator felirasa az adott koordinata

rendszerben;
(c) a potencialis energia feliilet (PES) meghatarozasa;
(d) a bazsifiiggvény készlet megvalasztasa;
(e) a matrix elemek (pontos illetve kozelitd) szamitasa;

(f) a Hamilton-matrix “diagonalizélasa”.
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2. A koordinata rendszer megvilasztiasa

A Sutcliffe és Tennyson altal leirt altalanositott belsé koordinatarendszer

c

A o -4

1.abra Haromatomos molekulak altalanositott belsé koordinatarendszere,
ahol 4, B, C jeloli az atomokat. A koordinitdk definiciéi: R =B-S,
R,=C-P és O= EQC. A geometriai parameéterek
definiciéi: g, =(4-P)/(4-B) és g, =(4-8)/(4-C).

Az ortogonalis Jacobi (szoras) koordinatak esetén:

g =—"—¢s g,=0. )
mA+mB

A szintén ortogonalis Radau koordinatak esetén:

(94 [#4
“1-—2Z e =1-—Z% 9
& a+f-af & 1- B+af ©)
172
a=[__f_&.___] g™ (10)
m!\+m3+mc mB'I'mC

A g, =g, =0 valasztassal az R,, R, kotéshosszakon és a @ k6téssz6gon alapuld
nem-ortogonalis bels6 koordinatakat definialhatjuk.
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3. A kinetikus energia operatora

A Sutcliffe ¢és Tennyson altal leirt A&ltalanositott  belsé

koordinatarendszerben:

L

K=K +K, 11

5 nw o* hn 0 n’ h’ o’ 0
K =- == - = =+ 5 - +ctgd— |, (12)
2p, OR;  2u, OR, \2uR; 2u,R; \ 0O 00 )’

2 2 2
Ia’zsh—[—cos o cos@{ﬁ ctg@-——-—]+sm6{1 & +1 & + 1 a}].(l?))

Ly aR,.aJra2 R.R, La@ﬁ R 8R,360 R, 5RPO RR, 50

2 2
l=£3_+_.1...+(1_‘gi (14)
H me My m,

2 2

L=L+8_I+M (15)
H, M. My m,
L=_&_&+(1—81X1—81) (16)
Jull JPﬂC mB mh

Az ortogonalis Jacobi és Radau koordinitarendszerekben kapott kinetikus

rezgeési energia operator alakja:

2 2 2 2 2 2 2
K=-—h 62_?& 62_ h2+ h : 62 tg@i (17)
2u, OR’  2u, OR; \2uR’ 2u,R; \ 0O

ahol az integralasi térfogatelem sin @dRdR,dO.

4. A potencialis energia operatora
Globalis ab initio PES szamitasa kis molekulakra

Ab initio és empirikus eréterek
RKR
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5. Bazisfiiggvények

a) Egyvaltozds bazisfliggvények
Hermite-polinomok
Legendre-polinomok

Sinc-bazis

b) Tobbvaltozds bazisfiiggvények

Direkt-szorzat bazisfiiggvények egydimenzidos fliggvények szorzatai
{Xm () 20, (5 ) 2, ()0 azaz 2 D-dimenziés hullimfiiggvényt a

) g tip =t 2

kovetkezd linearkombinacidval kozelitjiik:

NNy, oNp
‘P(xuxz""’xﬂ)g zcn,.,,z,...,..,,z’t’,q ('x]).Xle (x2)°""zno(xp) . (18)

Hy 41y et =1

Nemdirekt-szorzat  bazis  alkalmazasakor a  hullamfiiggvényt
tobbdimenziods bazisfliggvények segitségével fejtjiik sorba:

N
W(x,, X, 50X, )= Z-l:cﬂcbu(x,,xz,...,xp) . (19)
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6. Matrixelemek szamitisa és a Diszkrét Valtozoju Reprezentacié

Variational Basis Representation (VBR)

Finite Basis Representation (FBR)

Discrete Variable Representation (DVR)
Transzformaciés mddszer
Generalized DVR (GDVR)

A transzformacids mdédszer

Legyenek {tDn(q)}N egyvaltozos altaldnos ortonormalt bazisfliggvények.

n=l

Definialjuk a Q koordinata matrixot:

0,.=(®,ld|®,) (20)
Diagonalizalva a Q matrixot:
QT-Tq, (21)

kapjuk a T unitér (T"T=I) transzformalé matrixot és a q diagonalis matrixot.

A kinetikus energia operator matrixa FBR-ben:

K =(o,K|®,) (22)

A kinetikus energia operator matrixa DVR-ben:

K""® = T'"K™'T (23)
A potencialis energia operator matrixa diagonalis DVR-ben:

Vim =¥ (q,)3,5 (24)
A megoldandd, DVR-ben felirt matrix sajatérték-egyenlet:

(T'K™*T + V**)U = UE (25)
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Specialis esetben, azaz standard ortogondlis bazisfiiggvények (pl.:

Hermite- és Legendre-polinomok) hasznélatakor
T,=w"®,(q,). (26)

A (26) egyenlet teljesiilésekor definialhatunk egy DVR-bazist {7.}" , mint

n=|?

standard ortogonalis polinomok linearis kombinacioi:

7.(q)= gfljm.-(q). @7)

7. A Hamilton matrix diagonalizalasa

Direkt mddszerek

Iterativ modszerek (Lanczos, Davidson)
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A) A potencialis energia operator matrixa DVR-ben

A V(q) potencial sorba fejthet6 a go = 0 egyensulyi helyzet koriil:
Vig)=2cq" . (A1)
k=0

Legyen a Q® matrix a § koordinitaoperator k-adik hatvanyanak maétrix-
reprezentacidja egy {@n }:_l tetszOleges ortonormalt bazison:

5 _ <¢,

Ak

q

A potencialis energia operator matrixa a kévetkez6 moddon épithetd fel veéges

mn m

). (A2)

bazis reprezentacioban:
Vo' = 20(®,13"®,) =2 c.0., (A3)
k=0 k=0

A transzformaciés médszer alapja a Q¥ matrix kozelitése a Q,, =

koordinatamatrixok szorzataval:

Q¥ ~(Q) =(TqT")" =Tq'T", (A4)
ahol a diagonalis q matrix és az unitér T matrix a Q koordinatamatrix
sajatértékeit €s sajatvektorait tartalmazza. Az (A.3) egyenletbe helyettesitve az
(A.4) kozelitést felithaté a ¥ operator matrixanak FBR reprezentacioja:

v =1 3eqt )TT (A.5)
£=0

A potencialis energia operator matrixa DVR-ben megkaphaté a T matrix

segitségével végrehajtott unitér transzformacié utan:

VPR =TV =Yg (A6)

o =§ckq:.., ¢,4:5,, =V(q,p.,.. (A7)

k=0
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IV. A haromatomos rezgési probléma egyszerii varidciés megoldasa

Az altalunk legegyszeriibbnek itélt technika a DOPI algoritmus:
DVR

A Hamilton operator ortogonalis (O) koordinatarendszerben

Direkt szorzat (P) bazisfiiggvények

Iterativ (I) Lanczos diagonalizéacid

Haromatomos molekuldk rezgési Hamilton operitora az ortogonalis

{R1,R2,®} Jacobi vagy Radau koordinatakkal atomi egységekben felirhato:

oL 170 [ 1 ‘ J[ & +ctg9iJ+I?(Rl,R2,@) (28)

2 z 2 + 2
2p OR' 2p, OR; \2uR7 2u,R;

Héarom-dimenziés direkt szorzat bazis: {Zm (R, )Zu; (R, )®,(cos @)}:‘;:f:’b]
A hajlitas leirdsa:
Legendre-DVR-basis: {®,(cos®)},,
- o +ct Qi P(cos®@)=I(l+1)P(cos®) (29)
00" %00 !

A transzformacids modszer alkalmazasa:

0,. =(P,(cos®)|cos@| P.(cos@)) = {g,};, ésaT transzformalé matrix

(K,),. = (®, (cos @)|—[

2 -1
:@2 +ctg® %)FD (cos@)) = LZ.'I}J!.’(E +1)T,,  (30)

N:\Attila\Osszesitett\WORD\Oktatas\Eloadasok\MolekulamozgasQC\MolekulaRezgesek\Chapter6-Variacioszamitas.doc Created by Csaszar Attila



A nyujtasi mozgasok leirdsa:
Egy-dimenziés DVR-basis: {Zﬁj (7, )}N’ a megfeleld {q,} }Ni

=0 =1
pontokkal.
1 0
(KR; ),,J,,,-J = (xn,, (Rj)l - ﬂ 5Rf |Z.,; (RJ‘ ))
®?),, =(2, R ) 2, (R )= 5,

2u,R; 2w

A potencidlis energia operator I;'(Rl, R,,cos @) matrixa diagonalis:

(Vdiag )nlnzf e = V(qtt, ? qﬂz ? qf )(Sﬂr"zf it

Az N,N,L-dimenziés Hamilton métrix:

110

kvadratura

€1Y

(32)

(33)

H™ =K, ®I, ®I,+I, ®K, ®1, +R7®1, ®K, +I, ®R;®K, +V*™ (34)

A HPY® matrix egy ritka matrix (N, + N, + L — 2)N,N,L nem-nulla elemmel.

Egy tipikus alkalmazaskor N; = N, = 50 és L = 100 a matrixelemek tobb mint

99 9%-a nulla.
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